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INTRODUCTION

LESEELREEEES R

NF désigne la théorie des ensembles "New Foundationg"
inventée par Quine ( [17] , [18] ). Le langege de NP cst
constitué en plus des symboles A, 1, V¥V, ( , ), d'uce seule
sorte de veriables, de 1'égalité et d'un symbole relatiocnnel
binaire & (1'appartenance). Dés lors V, —» , ¢ , 3§ peuvent
8tre définis et les formules peuvent Etre construites comme
dans tout langege du premier ordre avec égalité (voir[5] J.
Reppelons qu'une sentence est une formule sans variable libue
et que, i nous désignons une formule par ¥ {xﬂ, — In}’
cela sous-entend que ses variables libres se trouvent parmi

x,1.| sray Iﬂ-

Certaines formules ont dans NF une place priviléglce,
ce sont les formules stratifiées : une formule 9 (xﬂ, vaey xﬁ}
est stratifiée si on peut associer & chacune de ses variables
un nombre naturel - appelé le type de la variable = tel qus,
si x € y intervient dans ¥ (x;, «es, xh), (type x) + 1 =
type ¥ y et
g1 x' = y' intervient dans ¢ (I,I, seey InJ' type x' =
type 7'
une telle association est appelée une strafification de
? (xu“ veny xn)-
NF est la théorie du premier ordre avec égalité (voir
[5] ) dont nous avons décrit le langage et dont les axiomes
sont 1l'Axiome d'Extensionnalité, c'est-a-dire la sentence

(Vx, 7) ((V2) (z€xesz€y) > x=7),

et les sentences représentées par le Schéma de Compréhension
limité aux formules stratifiées, c'est-a-dire les sentences

(Vixgy eeey x) (33) (V) (€T 2 ? (x, x4y +205%y))



il,

f{’(x,:c.l,.....,}:n) variant dans les formules stratifides (n»0).
Sauf mention explicite du contraire, nous nous plagons
dorénavant dans NF.

Remarquons qu'il existe - & 1l'opposé de ZIF - un ensemble
appeléd 1'univers et noté V, tel que

(Vx) (xeVesx = x),

D'sutre pert le peradoxe de Russell ne peut Etre reproduit
dans NF ; en effet la formule x¢ x n'étant pas stratifiée,
on ne peut déduire directement des axiomes l'existence d'un
engemble a tel que

(Vx) (xeaer x€x).

La plupart des concepts ensemblistes habituels sont définis
comme dans ZF, certaines définitions sont cependant fondamen-
talement différentes. Signalons-en dés maintenant quelques
traits saillants. On n"atilise pas le couple de Kuratowski,
défini par {(x, ¥ g = {[x},{z, 3}}, mais le couple de Quine
(voir "Quelques définitions et propriétés™); en effet ce
dernier couple a le gros avantage pour NF d'accorder & (x, y>
le m&me type qu'a x et y, tandis que {x, Yop & un type
supérieur de deux unités aux types de x et y. Le cardinal de
%, noté | x| , est l'ensemble des ensembles équipotents 2 x
et 1'ordinal d'un ben ordre r , noté No(r), est l'ensemble
des bons ordrea isomorphes & r ; de plus, l'ensemble des
cardinaux, noté NC, et l'ensemble des ordinsux, noté NO,
existent. On définit la relation d'ordre classique entre les
cardinaux, notée £ ,par

|x1<1y1e= (3£) (£ injection de x vers y) ,

et la relation de bon ordre, non moins classique, entre les
ordineux, notée £, , par

Ho{r)‘én No(s) «—> (r, s bons ordrea A
r est isomorphe & un segment initial
de s ou & s tout entier) .
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Le schéma de compréhension étant limité aux foraules
gtratifides, le principe d'induction, que ce soit sur un
bon ordre quelcongue, sur les ordinaux ou sur les naturels,
est vérifié pour les formules stratifides mais pas uvécessai-
rement pour les formules non stratifiédes.

Un sutre résultat trés important et gqul sera trés souventd
utilisé, est le théordme de Specker [22] , selon leguel
1'univers ne peut &tre bien ordonné ou, ce qul est équiva-
lent, que l'axiome du choix est faux. Il s'ensult notamment
qu'il existe un ensemble infini ; remarquons que, dans ZF,
c'est un axiome - l'axiome de 1'infini - gul nous garantit
l'existence d'un ensemble infini.

Au chapitre I, nous exsminons ce que deviennent dans
NF quelques propriétés classiques dee cardinaux - propriétés
d'ailleurs parfois peu comnues -, soit (paragraphes I.1. et
I.2.) qu'elles nous seront nécessaires pour établir le ré-
sultat principal du chapitre II (théordme I1I1.2.2.), soit
(paragraphes I.3. et I.4.) qu'elles aient un intér8t propre.
Nous en déduiscns ensuite certaines conséquences A propos de
deux problémes toujours ouverts dans NF : peut-on parteger
1'univers en deux ensembles de cardinsl strictement inférieur
& celul de 1'univers (paregraphe I.5.), et existe-t-il une
infinité de cardinsux infinis (paregraphe I.6.). Par exempls,
en cas de réponse négative A cette dernidre question, nous
établissons que l'ensemble des cardinaux supérieurs ou égel
& M, et muni de 1'ordre £ est un lattis distributif (théorame I&l)

La formule y = {x} est stratifiée lorsque type y =
(type x) + 1 ; étant donné un ensemble a, nous ne pouvons
donc en gépnéral déduire directement des axiomes de RF 1'exis-
tence d'une fonction f telle que f(x) = {x} pour tout x & &,



ni d'ailleurs l'existence d'une bijection entre a et 1'en-
seable conatitué par les singletons des dléments de a. Meous
touchons 14 un trait fondamental de NF qui est l'objet du
chapitre II, Les définitions suivantes acquidrent dds lors
une trés grande importance @

uso(x) = {{y} | v € x},

™m) = |USC(x)] 8 m=Ilx]|,

RUSC(r) = {<{xz}. {v}> | <x3> € =},

U(d) = No( RUSC(r) ) gi ol = No(r) 3

un ensemble a est cantorien, en abrégé Can(a), s'il est
équipctent & USC(a), il est fortement cantorien, en abrégé
stCan(a), s'il existe une fonction f telle que £(x) -{fx}-
pour tout x € a, enfin un cardinal est qualifié de cantorien,
respectivement fortement cantorien, s'il est le cardinal
d'un ensemble cantorien, respectivement fortement camtorien.
Plusieurs résultats classiques doivent subir dans NF guel-
ques modifications. Ainsi, en notant par SC(a) 1'ensemble

des parties de a, le théoréme de Cantor s'énonce iei

(Vx) ( lusc(x)| < 1se(x)] ) [ca]

et non, comme dans ZF,
(Vx) x| < 186(x)1 ) [cra]

de méme, si o est un ordinal et si le a désigne la res-
triction de é;c aux ordinaux strictement inférieurs & o,
nous avons

No (, | @) = U(U(a) L

et non, comme dans IF,

No (éﬂiu}-a [O'I‘]'



C'est gréce & ces modifications que le paradoxe ds Cantor

(en faisant x = V dans [E'a] ) et le paradoxe de Burali-Borti
(em prenant dans [0'r] « égal & 1'ordinal du bon ordrs &, )
ne se reproduisent pas dans NF et se traduisent reapsclivemsani|
par les théorémes fondamentaux

P ose(V)i < | Vi
et,en désignant par {) 1'ordinal du bon ordre 4:ﬂ,
) = mnimn (o |dem A 1T B € o) = vwee) ) }

ainsijrl. gst de la forme B@) mais non de la forme U(UK)) ;
il s'ensuit :

w(1){, Q0 .

V et NO sont de "grands" ensembles. La question se pose dés
lors de savoir s'il peut exister de "petits" ensembles, par
exemple des ensembles finis, qui solent non cantoriens.
Cette question fait 1l'objet d'un axiome importamt, 1'axiome
de Rosser, noté R, qui est équivalent A

(Vx fini) (Can (x)).

Orey [ﬂﬂJ a démontré que cet axiome n'était pas un théoréme
de NF car il y implique la consistance de NF.

I1 apparalt ainsi que les positions relatives occupées par
x| et |USC(x)| constituent un probléme trds important
dans NF. En raison de la forme prise par le théoréme de
Cantor dans NF, un sutre probléme est constitué par les
positions relatives de | x| et |3C(x)l C'est sur ces deux
problémes que nous nous sommes penchés au chapitre II.
Aprés les travaux de Henson [8 ], une seule éventualité res-
tait sans réponse aussi bien pour |USC(x)| que pour |SC(x)]
1'incomparabilité des cardinaux concernes, autrement dit
existe-t-il dans NF des ensembles a, b tels que



——

Vi,

la) & 10sC(a)l & lal, _
bl & IseeY £ vl ?

Nous démontrons qu'il est consistant relativement & NP ds
répondre affirmativement & cette gquestion (corollaire 11.u.4.):
en fait la réponse reste affirmative si on remplace partout
dans la question, l'ordre £ par la relation _{,, extension de
€ définle par |X| £, 17l <> x vide V (J £)(2 surjection de
¥ sur x). Ensuite, nous affinons la discussion des différen-
tes éventualités en distinguant les trois cas : x fini, x
infini bien ordonnable, x non bien ordonnable (voir tableau
I1.4.2. page 34).

Nous établissons également quelques résultats & propos des
propriétés typées [4] satisfaites par 1'univers et, plus
généralement, & propos des formules stratifiées satisfaites
par tous les ensembles équipotents & leurs ensembles de
parties ; nous voyons ainsi que l'existence d'ensembles a, ¥
vérifiant toutes ces formules et tels que |a|<¢ |5C(a)|

el > 18C(b)] , est consistante relativement & NF (théoréue
II.3.2.).

Tous ces résultats sont établis en utilisant la méthode de
Henson [8] , permettant de modifier les modéles de NF wu
moyen d'automorphismes, choisis quant & eux grice au théo-
réme 4'Ehrenfencht-Mostowski.

Une autre particularité de NP est la définition, et
par sulte certaines propriétés, de l'opération EI, définie
pour les cardinaux x ... ou plutét, comme nous allons le
voir, définie seulement pour certains cardinaux x. En effet,
afin que x et y aient les mlmes types dans la formule stra-
tifide y = 2%, on est amené & définir 2® comme étant le car-
dinal de 1'ensemble des parties de a si m = |USC(a)]| ; o
n'est donc défini que pour m £ |USC(V)] . I1 s'ensuit qu'il
n'est pas toujours possible d'itérer 1'opéretion 2* wn
nombre quelconque de fois ; par exemple ce nombre est limité

a 1 pour |USC(V)] , & 2 pour [USC(USC(V))|... C'est précisément
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& 1'étude de ce nombre d4térations possibles que nous nuus
sommes attachés au chapitre II1I. Le résultat principal que
nous y avons obtenu (théorime I1II.2.1.), est sans doute
1'existence d'un cardinel m tel que n { JUSC(V)| et tel
qu'on puisse en partant de T(m) itérer n fois 1l'operation

Ex. et cela quel gue soit l'entier n fortement cantorien

(et done quel que soit 1l'entier n concret). Ensulte nous
discutons de ce nombre d'itérations en fonction des positions
relatives de m et T(m) (tablean III.3.4. page 46), & cetl
effet nous établissons deux résultats de consistance relative
(théortme III.3.1. et théordme III.3.3.).

L'axiome de fondement est faux dane NF cer V € V. De
plus Scott a démontré que 1'existence d'ensembles égaux &
leurs singletons - ces ensembles sont appelés individus -
est & la fols consistante et indépendante relativement & ¥
([20] }; pour ce faire Scott utilise une méthode lide aux
permutations de l'univers et permettant d'obtenir des résultats
de consistance relative. Au chapitre IV, nous menircns d'abord
que cette méthode n'est pas appropriée pour la pluparl des
sentences intéressantes concernent les cardinaux (corecllaire
IV.2.4.). Gréce & cette methode, nous généralisons eunsuite
les résultats de Scott déja mentionnés ; en effet, nous
démontrons qu'étant donné une formule stratifide P(x) vérifide
au moing par un cardinal fortement cantorien, nous pouvona
supposer, de fagon consistante relativement a NF, que 1'ensem-
ble des individus existe et que le cardinal de cet ensemble
véritie ¥(x) (théordme IV.3.2.). Enfin, en utilisant une
autre méthode 1iée également aux permutations de 1l'univers,
due & Boffa (3], nous démontrons qu'il n'existe dans NF ni
ordre total sur l'univers, ni fonction de choix sur les paires
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qui soient définissables par une formule stratifide, ¢'est-
a-dire qui soieat 1'unique ensemble vérifiant une formule
stratifide avec une seule variable (corollaire IV.4.5.).

de tlens 2 remercier le Professeur M. Boffs sous la
direction duguel le présent travail a été effectuné. Je
remercie également les participants au Séminaire NF pour
nos discussions fructueuses.



IX.

QUELQUES DEFINITICNS ET PROPRIETES.

1. L'ouvrage [19] de Rosser expose dans NF les notions ensem-
blistes usuelles et celles plus particuliéres & N¥, nous
nous y référerons désormais tacltement sans toutefols en
utiliser toutes les notations. Aux définitions et propriétés

rappelées dans 1'introduction, ajoutons les suivantes.

a) Naturels et ensembles finis. (NF)

On définit :
A= {: ]x # x} ( A est l'ensemble vide),

0 = {A},
S(x) -{yu{a}iyex A zdy )

¥n = n[: | 0ex A (Wyex)(S(y)e :)}
(Nn est l'ensemble des naturels),
x fini <% (Jyem)xgy) ,

x infini ¢« 7(x fini} ,

Dés lore Nn est une partie cantoriemnne de NC et est

bien ordonné par £ .
I'axlome de Rosser ( noté R ) s'énonce

(VxeMm)({y|y<x}=x),

et est équivalent & chacune des deux sentences
(Vx fini)( Can(x) ) ,
gtCan( ¥n ) .



»)

X.

Couple de Quine. (NF)

Hotons

ol {E{xj] xXE a Hn} U {x |x € an x-@;ﬂn} .
le couple de Quine est dés lors défini par

{a,b> -{x+' xéa}U{fu{{:}f y &€ b}.

Ce couple vérifie la propriété caractéristique d'un
bon couple, & savoir :

Ca,by =<c,dd> e>(a=c A Db =a).

De plus la formule z ={x, y> est stratifiée lorsque
les types de x, ¥, 2 sont égaux et suffisamment grands.

L propos des cardinsux et ordinaux. (NF)

L'addition et la multiplication des cardinaux sont
respectivement définis par

m+n=|laybl sim=jal ,o=1bletanb=n,
me n = laxbl sim=|a etn=10bl.

™(n) et U(a) sont définis pour m € NC,
¢ € NO, k€w par

°(n) = m, ™) = 2((n)),

U(a) = o, U () = U@ ().

St a C NC, on note

T“a:{T{x}] xea}q



d)

Ll.

Sim, n€NC et @, p € NO, on a
m < n e Tn) <T (n),
e < b U< U,
T(m+n) = T(m) + T(n),
T(m.n) = T(m) . T(n),
et, si m £ [USC(V) ,
2T(m) | p (oM,
Remarquons
(bc a A stCan(a))—> stCan(b),

mais on ne peut démontrer dans NF que toute partie d'un
ensemble cantorien est cantorienne.

Quelgues définitions habituelles.

a=bed(JE£)f bijection de a sur b),
a-b={x| xea hxd‘:b};

gi r est une relation,
don(r) = {x| (Iy)(<x, 7> € D)},
Image(r) = [x[ (T y)ey, > € T}%u

Tz ={3’| (Fz€ x)(<z, ¥> € T}}.
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et r est défini pour tout n € Nn de telle
sorte que

r0={¢x, 0l x e 'i'},

rn+1 lI'--I'Il ]

2. Pour ce qui est de la théorie des moddles, nous nous

référerons & 1'ouvrage [5] de Chang et Keisler. Signalons
seulement : si WG est une structure pour un langage € |,
T une théorie de langage & , F{x1. S .xn,'l une formule
de ce langage et 81 a;y +ss 48 sont des éléments de
1tunivers de # , alors T, Th P(xyy «o0 yx ),
Wi = 'F[a.l, i ,an] signifient respectivement que 29¢
est un modéle de T, que H:IP ves ,xn} est un théoréme
de T et que ?’{31, n ,:n} est satisfaite dans 374 par
le m-uple {9.1,. rer 58> .

3. Comventions d'dcriture. Le signe > indique la fin des
démonatrations. Les références & l'intérieur d'un méme
chapitre se font grfce au numéro du résultat évoqué, et
entre chapitres différents gréce & ce numéro précédé du
numéro du chapitre.



CHAPITRE I

EEBR UL ERD

QUELQUES RESULTATS CLASSIQUES REVUS DANS NF ET QUELGUES.
UNES DE LEURS CONSEQUENCES.

Ordinaux initiauvx et alephs.

Lorsque @ est un ordinal, nous notons c(e) le cardinal
du domsine d'un bon ordre quelconque élément de a et «
est appelé ordinal initial lorsque c(B) ¢ ¢(e) pour tout
ordinal B CQu. Inurdi est 1l'ensemble des ordinaux initiaux
a tels que c¢(¢) ne soit pas un naturel. Evidemment, si o
est un ordinal, T(e(a)) = ¢(U(a)) et par conséquent o et
U(a) sont simultanément des ordinaux initiaux.

Comparons les bons ordres é; et éh restreint 2 Inord®,
NC ne peut &tre équipotent & un segment initisl propre de
Inardi; en effet d'une part IHOI:# |USCHV)| et d'autre
part, si ¢ € Innrﬂi, No( £ ;;; @) = szu} et par conséquent
I[:: |x € Inardi,hx <a n}[éIUEG (V) « Il existe donc uce
et une seule bijectlon croissante, soit W, de Innrdi Bur
un segment initial propre de NO ou sur NO tout entier. Dés
lors nous définissons W, et N, pour tout ordinel o par :

8i o € Image (W), W, = 7 (a) BtHu = ¢ (W),

s1 a€ NO-Image (W), w, =\ et H:: = A s

De plus, nous notons WCI 1l'ensemble dsa?{ﬁ non vidss,
¢c'est-a-dire 1l'ensemble des cardinaux d4'ensembles bien
ordonnables infinis, et WC désigne Nn U WCI, c'estei-dire
l'ensemble des cardinsux d'ensembles bien ordonnables.

Orey [13] et Henson [9] ont considéré précédemment les
ordinaux initiaux dans NP, ainsi, dans [9] , Henson dé-
montre

FF W, #A '_"(“IIE-::) EA AWyca) = Ulw)) 3

il s'ensuit la
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Proposition 1.1. (NF)

Ha#h-*—’(HUfaL} FA A HU[d-J :T(Huﬁ)).

La regle classique d'addition et de multiplication des
alephs est conservée :

Proposition 1.2. (NF)

Soient N , A" € WI, alors

N+ R =H'H' = maximum (H'I K.

Démonstration.

I1 suffit de refaire dans NF la démonstration valable
dans ZF (woir [11] page 11) en remplagant pertout W, par
1l'ensemble des ordinaux strictement inférieurs & “"J::' b

Définition et propriétés de £4.

Tarski définit la relation £, sur les cardinaux par :

lat £, Ible—> a =A V (J£) (f surjection de b sur a).

Comme dans ZF (voir [21] ), on démontre la

Proposition 2.1. (NF)

Soient m, n, p des cardinaux, alors :

(i) mg{n—m £,0;
(ii) sienplus n €W, n< n e« mn g,n;

(iii) (m;g,*n Anng, p}_—}masi_* Do

Proposition 2.2. (NF)

(Vx, 3) (121 (71— 16K 161 )



Dé monstration.

S1 f est une surjection de b sur a, la fonction qui &
chague partie x de a associe {:j' | £{y) € x A E'Eb} eat
une injection de SC(a) wvers SC(b). >
Le théoréme de Cantor se traduit également par le

Théoréme 2.3. (BF)

(Vx) (|sc(x)] £, 1UsC(x)] ).

Adaptons la démonmstration classique :
supposons que f soit ume surjection de USC(a)
gur SC(a) et soit b un élément de & tel que

s({e})={x|xcanxé&t(x})};

alors de b€ £( {b} ) on déduit b & £({b}) et
inversément . >

Nous savons
NFi—(Vr,n &€ NC) (mn & n e T(n) < T(n)),
5;* jouit de la propriété analogue :

Proposition 2.4. (NF)

(Vm, n € ¥0) (n &, ne> T(m) £, a)).

Démonstration.

En effet si £ est une surjection de b sur a, RUSC(I)
est une surjection de USC(b) sur USC(a) ; inversément
toute surjection de USC(b) sur USC(a) est du type
RUSC(g), g étant une surjection de b sur a.>
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Ie résultat suivant peu connu dans ZF, oh il est dft
4 Tarski, jouera dans la suite un r8le primordial.

Théordme 2.5. (NF)

Soient m, n, p, q des cardinaux, alors
nng, p+q—>(n é*p\fnékq} .

Ia démonstration de Tarski est encore valable dans NF,
la voiei 3

Démonstration.

Supposons | &|.|bl é”ul + &1 4 c et d étant disjoints;
le cas (a =A Vb =A) est trivial, sussi soient axb #A
et f une surjection de cyd sur axb.
Supposons |a|4, |c| et définissons sur d la fonction h
comme suit : si ued, h(u) est l'unigue élément y de b
tel que f(u)€ ax{y}. 51 y€ b, il existe u&d tel que
f(u)e ax{:r} car, sinon,

(7' as{zl)ce

ja1 &, 127" ax{y}l £ Il

ce qui contredirait notre hypothése. Par conséquent, h
est une surjection de d sur b et donc |D| £, 1él « >

Anslogue pour £ du théorime précédent, le résultat
suivant, dft dans ZF toujours & Tarski, est aussi
vérifié dans NF :
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Théoréme 2.6, (NF)

Spient m, B, P, q des cardinaux. Alors
mn¢p+q —>mpVvnga;

5i en plus un des quatre ecardinaux m, n, p, q est un
cardinal d'un ensemble bien ordonnable, £, est
remplacé per £ et mous avons alors

nndp+q—>(mg pvn<q).

Ia démonstration est la méme gue dans &F (voir [25] Ye

DPémonstration.

Soient |al.lbl g lel + [d] eid =A et £ une
injection de axb vers ¢ pd. Fous pouvons supposer gue,
si un des ensembles 2, b, ¢, d est bien ordonné, il
s'agit de a ou de 4.

§1i1 existe xeb tel que (f" ax{xjlc c , ona jal€ lcl.

Sinon scit h la fonction définie sur d0 Image(f) et
qui,2 y & @ nInage(f) , associe 1'élément x de b tel que
¥y eI ax{x} . h est alors une surjection de dNImage(f)
sur b, d'ol

Ibl{*ldnlmaga(f}l £ 141 .

Si & ou 4 est bien ordorné, l'ensemble (f" ax{@)r‘l d est
non vide et bien ordonné pour tout X€D; des lors la
fonetion qui & xE&b associe le minimum de (£" ax{xhnd
est une injection de b vers d, d'ou 1blg 1dle”

. Quelgues résultats de Tarskl revus dans NF.

Dans [23], Terski a établi que 1l'axiome du choix dtait
géquivalent dans ZF & chacune des trois sentences suivantes !



(vx) (xzxxx) ,

m;{im

{V&,ﬂ{xxxﬁyxygxﬁﬂ,

{Vx, y) (xNy =A = XUy =xxY) -
Infinis

Nous allons adapter la démonstration de la premiére de
ces équivalences dans NF.

I1 existe un cardinal m tel gue m # mE et mk = m2

pour tout k€ wet k » 2.

Démonstration.

Soient p = |USC(V)| , g & WCI tel que g |USC(V)I
- nous pouvons par exemple prendre pour q le cardinal
x défini per INO| = T(x) = et m = p + g.
Supposons m = me. Alors :

2
pE +2psqg+q =D+,

pe 94D+ Q;

et donc, en raiscn de 2.6.,
IUSC(V)| £ ¢ v g% |USC(V)| ,

[USC(V)| £ Q

ce gui est impossible puisque V ne peut &tre bien ordonné
[22]) . Par conséguent a© ¢ m.

Si jJewet )1, pd = pet gd = 5g = g vu 1.2..

I1 s'ensuit, si k 2> 2,
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k
ot =3 of pt. 7,

k=1

.p+5{}ip.q+q,

=D+ 2p.q+aq,
.mzv)
Remarquons que, si m est le cardinal dont il est question

dans 3.1., nous avons

2
m # mE et m2 = (mE) ;

dés lors :

Corollaire 3.2. (NF)

(Y RENC) (m = u2),
& Nm

-(¥m, n € KC) (nE bl w B
& Nn

Dans la démonstration de 3.1., nous déduisons une cone-
tradiction de p + g » P+ q ; per conséquent :

Froposition 3.3. (NF)

4 (Vm, ng 8C) (m + n = m.n).
& Nm
Ainsi les trois sentences dont i1 a été question au
début de ce paragraphe, sont fausses dans NF.



%. L'ensemble des cardinaux structuré en algébre faible de
cardinaux.

Tarski introduit dans [24} les algebres de cardinsux :
une algébre de cardinaux (A, +, . ) est un ensemble A
muni d'une opération binaire + sur A et d'une opération
infinitsire sur A, qui & chaque famille {ﬂi)iEHn d'élé-
ments de A associe un élément de A noté J 85, les axio-
mes suivants devant &tre vérifids : i

¥
(1) si (&i}iEHn est une famille d'éléments de A,

i%-a ey ¥ 1Z<-n 841
(2) sl {&i}ieﬂn et (bi:}ieﬂn sont deux familles

d'éléments de A + E bi g_-a (ai + bi} H

u i<
(3) 11 existe un élément z de A tel que z + & = a + z = &
peur tout a€ A ;

(4) s1 a, DE A, 81 (ﬁj)iéﬂn est une famille 4'éléments
de Aetsia+bs= 15 €,y i1 existe alors deux
familles d'éléments de A, (&ijiﬁ ¥n ©F {bi)ie o

telles que a = if\;. 84y b = i%;‘a bi et C, = a; + by
(i & Nn) ;

(5) si (a3)4 ¢ Wmo (b1)4 ¢ 500t deux familles d'éléments
de A telles que 8y = by + a, 4 (1€ Nn), il existe

C € A tel que 8, = C+ ig; bp+i pour tout p€ Nn.

Malheureusement dans NF - comme aussi dans ZF sans axiome
dn choix ~ on nme peut structurer naturellement 1'ensemble
des cardinaux en algdbre de cardinaux ; en effet, la dé-
finition mBme de la somme d'une famille dénombrable de
cardinaux nécessite que l'on choisisse dans chagque cardi-
nel un ensemble, et par conséquent nécessite 1'axiome



du choix dénombrable.
Définissons

f fonction de choix sur a «—2 (f fonction A dom(f) = a
A Image(f) c USC(V) A (Vxee) (2(x)cx) )

et notons ACH 1a forme suivante de l'axiome du choix
a
dénombrable

(Vx) ( (ix1=N, AlVyex)(y éA) ) —
(A f fonction de choix sur x) ) .

Dens N¥ + ACy , mous pouvons définir la somme d'une
famille dénombrable de cardinaux Emi }iE Nn? notée %ﬁmig
comme étant le cardinal de 'EE’I T, les Ii étant obtenus
4 partir d'une fonction de choix F sur {mil igkhe } par
1) = {x}, 2@ =1ety = {1}xx (i€M) 5 om

vérifie sans peine que le cardinal sinsi obtemu ne dépend
pas de la fonction de choix choisie,et qu'il est égal au
cardinal de I;E_ﬁt j‘i si {{i,{!&i}ﬂ iEHn} est une fonction

de choix sur{mil iEHn} et si ﬁiﬂﬁj =\ pour 1% J.

Proposition 4.1. (NP + ACH}

L' enzemble des cardinaux muni de 1'addition des cardi-
naux et de la somme dénombrable de cardinaux, est une
algebre de cardinsux.

Démonstration.

Seule la vérification de (5) requiert gquelques expli-
cations. Soient {E‘i)i cin € {bi}i € Nn deux famill-‘aﬁ de
cardinaux vérifiant 8y = ‘bi + 8y 4 (1€Hn). I1 existe

alors (A44)3 epp » (Bylican © (F1)g gpp els Que ¢

A1 = & 3 IBiI = by fi soit une bijection de &, sur Biu Ay a9
NAi, =M, B,NB, =A, A,NB, =N (i, jeln et i £ 3)e

A Ay 1154 g1y
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Définissons par induction sur ke ln la fonction By de
domaine .-!LD par

B =%,

Bpyq (%) = L4 (g (X)) 81 g () €4y,
B 41 (x) = &y (x) si By (x) & Al‘;-ﬂ'
On vérifie dés lors :

g, bijection de 4, sur (g&ﬁkﬁi) u by 4 (k€Tn),

et A ~qn
g By = gt By (1, k, K'€Nn et 1<k, k'),

1" _
Notons L = g Bkett'liu'iﬁxil’

il s'ensuit 1% | = by, a, = ¢ + iﬁ b, et aussi,
n

: " = 0
si pcFn et 0£1¢ D, pri Ei d'ol

= (g2 (&, = LD LN V(L g I,
Sp+ EP(D ie¥n i;pﬂg]? i’

c'est-d-dire a4 = C* 15111:5‘*1*1 oS

Truss a &faibli dans [26] le concept d'algdbre de
cardinsux en introdulsant les algébres faibles de cardinaux.

La théorie des algdbres faibles de cardinaux est la theéo-
rie dont le langage est formé d'un symbole fonctionnel

X + vy, d'un symbole relationnel x¢y et d'une constante ¢,
et dont les axiomes sont :



1

LX) x + v est commutatif et associstif,

(II) = £ 7 wérifie les axiomes d'une relation d'ordre,

(1I1) (V'x, 7) (x€ > (32) (x + 2z = 7)),

(1I¥) (V=x) (x =x +c¢),

(V) six+y=u+v, il existe m, n, p, q tels que
XsD+R, 7=p+qg,Uus+p, Ve=mn+gqg,

(VI) six+ 7 =x + 2z, il existe m, n, p tels que

XeX+N=X+0,y=0+p, 2=10+D.

Les algdbres faibles de cardinaux sont bien entendu les
moddles de la théorie dont nous venons de donner les
axiomes.

Proposition 4.2. (NF)
{NC, + , & , 0> est une algébre faible de cardinsux.

Démonstration.

Les sentences (I), (II), (III), (IV) sont évidemment
vérifides dans (NC, +, £, 0 ). Il en est de méme de (V),
car lorsque &, b, ¢, d sont deux & deux disjoints et {
une bijection de a Ub surc Jd, on a

ja|l =m+20, |B| =p+aq,IC| =m+p,d| =n+g,
a condition de noter
m=|enf'el ,n=]ant"al , p =lenI"| et g =[dNi"bl.

Enfin du lemme suivant, qui est d0 dans ZF & Tarski, on
déduit directement que (VI) est vérifié.>
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Lemne I‘.‘-:-',}- (HF}

5i m, p, q sont des cardinaux tels que m+p=m+q, il existe
p'y @' et n vérifiant

r=m+p' =m+q,p=p +tonetq=gq' +n

Témonstration.

La démonstration est identique & celle de Tarski dans ZF.
Solent m = |Ml , p=IP}, q=1Ql tels que KNP =A, MNQ =A,

PNQ =A et f une bijection de MUP sur MUQ. Notons :
ke{x|xe®A(Yaemtm e ),

3-{v|ve eantvaem(r e w},
i la fonction définie sur USC(P - A) par
i( {x}) = nininm{ 3| € M A £I0) ¢ M,
et g la fonction f" restreinte é.{x’ x€® - Al A 4({x}) =n } ,

Alors :
{i)L__Jgn est une bijection de P - A sur Q - B, et done
nyo

|P - Al = 1Q - BI,

(ii) en définissant sur MU A la fonction h par

h(x) = % 81 X€ (MUA) = e (£2) A,

njo

(x) = £(x) 81 xElaamd(£®) 4,

n3o
on cbtient une bijection entre MUA et M, d'oh IMUAL = [Hi
De méme IMUB! = IM] .

I1 suffit donc de prendre n = |P-A| , p' = JA] et q' = |BI o/
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Tous les théorémes concernant les algébres faibles de
cardinaux et établis par Truss dans [26] , ne zont pas
nécessairement vérifiés dans NF quand on les interprite
dang (NC, + ,4, o) ; en effet Truss étudie les algdbres
faibles de cardinaux dans 2ZF. Cependant toute conséquence
logique de la théorie des algébres faibles de cardinaux
est, en raison de 4.2., un théoréme de NF si elle est
interprétée dans (NC, +,£, 0) . Ainsi en consultant [26],
on obtient les résultats suivant concernant les bornes
inférieures et supérieures de cardinaux.

Corollaire &.4. (NF)

Si m, n, p. q sont des cardinaux,

(i) my, ngp, q—>(3x) (m, ng x¢p, Q)
(Théoréme d'interpolation de Tarski),

(ii) s = sup (m,n) <= ((Vx) (m,n<x¢s— x=8)Am, ng¢s),
(iii) i = inf (m, n)e>((Vx)(i¢x<m, n — x=i)Ai¢m, n),
(1v) inf (m, n) existe—> sup (m, n) existe,
(v) Zm+n=mn+n—sme+n=sup(m 0

A propos de la partition de l'univers par deux ensembles
de cardinal strictement inférieur au cardinal de 1'univers.

Un probléme toujours ouvert dans NF est de savoir s'il
existe une partition de l'univers par deux ensembles de
cardinal différent du cardinal de 1l'univers. Nous allons
voir que, s'il existe de tels ensembles, ils doivent jouir
de propriétés remarquables.



Proposition 5.1. (NF)

Supposons que m et n soient deux cardinaux différents
de |Vl tels quem + n = VI . Alors :

(i) IV £,m, 0 ;

(ii) m, n¢ WC et p{m, n pour bout PEWC
(44i1) m, n{ |USC(V)! 3
(iv) sup( m, n) existe et vaut |Vl ;

(v) mfn{nm et mg,n &,

Démonatration.

Soient m, n # V] et m+n = v .
De 2.6., on déduit (1).
De 2.2., 41 déoouie alors 25 M) s 272, 1y ; m=1x)

entratnerait done [Vl = T(2TX)), ce qui est impossible,
d'ot (1ii).

Comme dans ZF, on a dans NF
(‘VJJ:, y € NC )(2x = 2y —» X = y) i

en effet la démonstration dans IF de cette propriété,
due & Sierpinski (voir [12], page 158), est encore inté-
gralement valable dans NF. Par conséquent m, n £ p
entratne 2p=|V| et donc p = |Vl autrement dit sup( m, n)
existe et vaut |V|, d'od (iv).

De (iv) on déduit mJ.r: n{met, 2.1. et (1), on &
n&ngm d'od (v).
¥ A

Si peWC, de 2.6. on tire
p<ny|¥l{n
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et par conséquent p4m ; de méme on obtient p £ n. Dis
lors de l'incomparabilité de n et m, il découle p< n, m,
d'old (ii) . >

Corollaire 5.2. (NF)
Supposons V = a U b et jal , Dl #)VI. Alors :

(1) jal , bl LIUSC(V)I 3

(ii) s et b ne peuvent &tre bien ordonnés et, pour
tout ensemble ¢ bien ordonnable, Ki < |al, ibl 3

(1i1) lalg 1blglal

(iv)  18C(a)] = ISC(v)l =]VI.

%; 8'il existait Seulement un nombre fini de cardinaux in-
10i8ess

Existe-t-11 dans NF une infinité de cardinaux infinis 7
I1 s'agit 14 d'une question toujours sans réponse. Désignons
par NCI 1l'ensemble des cardinaux infinis, c'est-a-dire
NC - Nn. De nombreuses sentences entrafnent dans NF 1'exis-
tence d'une infinité de cardinaux infinis, il en est ainsi
de 1l'axiome de Rosser et méme de la sentence

(Vo €M) (@< (n).

Malheureusement on ne comnalt pour 1'instant aucune sen-
tence consistante avec NF et entrainant dans NF que NCI
soit infini. Cela explique notre préoccupation durant ce
paragraphe : nous allons dégager quelques propriétés dont
les cardinaux Jouiraient si NCI étailt fini.

Proposition 6.1, (NF + NCI fini)

(Ymel®CI) (2 m = m).
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Démonstration.

Au cours de la démonstration de 5.1., nous avons
signalé que, si x, y € NC, 2x = 2y entralnmait x = y.
La fonction qui & x € NCI assccie 2x est donc une injec-
tion de NCI wvers NCI ; NCI étant fini, cette injection
doit 8tre une surjection sur NCI. Autrement 4it tout
cardinal infini est de la forme 2x avec x & KCI. %mﬂd/
Supposons la proposition fausse et scit m un é1ément de
{:-: |x ENCIT A x #2 x} , cet élément minimal existant
en reison du caractére fini de NCI. Il existe p € NCI
tel que m = 2 p ; puisque 2 m # m, on a 2 p # p et done
p ¢ m, ce qui est impossible.)

Proposition 6.2. (NF + NCI fini)

La restriction de { & 1'ensemble des cardinaux supé-
rieurs ou égaux & {  définit sur cet ensemble un lattis
distributif, complet et atomique, mais non complémenté,

De plus, si m et n € NCI, sup( m, n) existe et vaut m + n.

Démonstration.
(i) En raison de 6.1., m, n {4 pe>m+ 0 £ P
et donc m + n = sup( m, n) pour tout m, n € NC.

(ii) Soient m, n > M, NCI étant fini, 1'ensemble

{x ] M £ xdn, n_} admet un élément maximal,

soit p. Dés lors, wvu 6.1.,
g¢m,n—>q+plmn;
sussi, en plus de p§¢m, n , On a

g{m,n—>qg+Dp=Dp,
q

gm,n—=qé&p,

'ﬂ.'ﬂfl P - 1l'lf (m, n}-
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(iii) NCI étant fini, le lattis est complet et atomique.

(iv) Pour démontrer la distributivité du lattis, il
suffit d'dtablir (voir [1] ou [27])

(m, n, p 3 M, A sup( m, p) = sup( n, D)
N inf( m, p) = inf( n, p) )=—>n =n.

Soient m, n, p 3., sup( m, p) = sup( n, p) et
inf( m, p) = inf( n, p) .

Procédons comme Tarski dans [24]. Il existe g € NC
tel que n = inf( m, p) + q + Alors :

n{p+a,
sup( n, P}{:P"‘Qf
ngp+ai

on peut dés lors trouver p, & p et q, & q tels que
m=py+q ; d'ol py& inf( m, p) et par

consequent
m£inf(m, p) +q,
mLin.

De mEBme n £ m, d'otm=n .

(v) En raison de 5.1., sup{H‘I,m) = |V| entraine m = | Vi;
W, n'admet donc pas de complément. )
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CHAPITRE II

ERNERNERERDRS

QUELQUES RESULTATS DE GONSISTANCE RELATIVE A PROPOS DES
CARDINAUX.

1. La méthode de Henson.

Les résultats de consistance relative que nous établis-
sons dans ce chapitre, sont obtenus par une méthode due &
Henson [8] ; cette méthode permit & ce dernier d'établir
que 1l'existence d'ensembles finis &, b tels gue

lat < UsC(a)l A IsC(v) | < vl ,

était consistante relativement & toute extension stratifide
de NF.

Nous pouvons distinguer deux phases dans cette méthode;

D'une part, la méthode proprement dite qui, étant donné
un modéle W=¢ M, R de FF et un automorphisme & de m,
modifie 1l'appartenance deW¥l- c'est-a-dire R - et la rempla-
ce par la relation Ré' définie par

xR{'y{z}x,FE Met xR &6(7) ;

la structure (M, R"t'} est notée H“E Dans ces conditions
la propriété fondamentale est le

Théortme 1.1. (Henson [8] )

SﬂiEﬂt P(I-J,--.,xn} une fﬂ"mu.l& E‘trﬁ.‘tiﬂée, 'E‘Irltﬁrsn 1E$
types respectifs de Xy,.0eyX, dana une stratification de
'f'(x.i,...,xn} et k un entier relatif. Si a4y...,8, € ¥, alors

8,4k 8, +k
'ﬂﬁ: Plagseeera,] ssi Wok= '1”[61 (a))yeees &7 (2} .

Ce théordme se démontre par induction sur la longueur de
Ho{xf,...,xn}. Tous les axiomes de NF étant des seniences
stratifides, P&  est donc aussi un moddle de NF,
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D'autre part, le choix d'un automorphisme adégquat au
probléme de consistance traité.
Ce choix s'opére grice au théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowsicl
[6] ; plus précisément Henson utilise le théoréns
d'Ehrenfeucht-Mostowski sous la version que Vaught en o
donnée dans [28], & savoir :

Soit W un modéle d'une théorie du premier ordre T et
U(x), RK(x,y) deux symboles relationnels du langage de T
tels que <‘E(’,ﬁ, Rm_} soit un ordre total strict infini, 1% et
Rﬂdéaignant respectivement les interprétations de b (x) et
R (x, y) dens #% . Pour chaque ordre total striet <I,<),
il existe alors un modélel€ de T tel que

(i) I soit une partie de 1'univers de € ,

(ii) tout automorphisme de {I,{) se prolonge en un
automorphisme de €,

(ii1) a€I, a ¢ b entrainent respectivement BEY[a]l ,
rﬁhﬁi[a? b] .

Cette version ne nous suffira pas, aussi nous gllons
1'affiner guelque peu :

Version 1.2. du théoréme 4'Ehrenfeucht-Mostowski.

Solent 3% un modéle d'une théorie du premier ordre 2 et
{A,=7 un ordre total strict tel que A soit une partie
infinie de 1'univers de¥®. Alors, pour chaque ordre total
striet <I,{”>, il existe un modilefG de T tel que

(i) I solt une partie de l'univers delC,

(11) tout automorphisme de ¢(I,{) se prolonge en un
automorphisme del€,
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(11i) si la formule 9(x) du langage de T est vérifiée
dans Jf} en tout élément de A, alors ?(x) soit

vérifiée dans/G en tout élément de I,

(iv) =i 1a formule €(x, y) du langage de T est vérifiée
dans Bl en tout couple <a, by tel que ae< b, alors
O (x, y) soit vérifiée dans /G en tout couple <i, j»
tel que 1 < j.

Démonstration.

Notons T' la théorie T & laquelle on ajoute deux
nouveaux symboles relationmels U(x), &K (x, 7) et les
trois groupes d'axiomes suivants :

(Vx,7,2) (K (x,7)A R (7,2))— K (x,2)),

(Vx,7) (Alx,7)— 7 R(y,x)),
(1) Vx,7) (Rolx,y)=—> (U(x) A WU(y))),

Wx,7) ((UGIA U(y) A x £ 7)== (R(x,7)vB(y,x)

(ces axiomes traduisent évidemment que la classe
des x vérifiant ¥ (x) est totalement et stricte-

ment ordonnée par A (x,7)).

(Vx) ( Ulx)— 2(x)),

(II) pour toute formule 9(x) du langage de T
telle que @eFEY (al] pour tout a € A.

(V¥ x,7) (ﬁ(:ﬁ?) —> 8(x,7)),

pour toute formule 8(x,y} du langage de T
(111) telle que #6FO(a, b] pour tout couple <a, b>
vérifiant a=< b.

Etendons la structure % au langage de T' en aasuciant a
U(x) et B(x, y) respectivement A et = ; notons W 1a
structure ainsi obtenue. Me est un moddle de il ='('-?an:":"“r ﬂ- }
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se confond avec <A, =« > et est donc un ordre total strict
et infini., En appliquant la version de Yaught du théoréme
d'Ehrenfeucht-¥ostowskl, nous obtencns des lors un modédle
qu'il suffit de restreindre au langage de T.2>

Signalons qu'il est possible de généraliser cette version
du théoréme 4'Ehrenfeucht-Mostowskl en étendant la conclu-
gion (iv) & toute formule E(xﬂ,-.., xn} du langage de T

(n 3 2) vérifiée dans % par tous les n-uples <ajyees, 87
tels que a, % a, & .ok .

Incomparabilité de certains cardinaux.

Comment se disposent | x| et [USC(x)| 4'une part, |x|
et |5C(x)l1d'autre part ? Envisageons les différente cas
possibles. En prenant a = Nn et b = V, on obtient dans KF

la) = |USC(a)l , d'oh |a| < 18C(a)! ,
et
\b| = |8C(p)l , d'od |USC(L)I< (bl 4

d'autre part dans [8] , Henson démontre que 1'on peut
ajouter de facon ccnsistante & toute extension stratifiée
consistante de NF, 1'existence d'ensembles finie ¢ et ¢

tels que

[¢| € [UsC(e)l , Isc(a)y<|dl .

Un seul cas reste donc & envisager : l'incomparabilité de
lx1 et I1USC(x)| d'une part, de |x]| et |SC(x)| 4'antre
part. C'est ce que nous allons faire.

Définissons Uﬁﬂl(x} et Eﬂlfx} pour tout léw de proche
en proche par :

UsC9(x) = SC%x)= x

?

uscitM(x)=Usc(usci(x)) et

sei*!(x) = so(selx)) (1€w)
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Lemme 2.1.

51 5 est une extension consistante de NF, elle le reste
quand on lui ajoute les axiomes

lo51 4,100 (e ,)l &, legl A legt £,150M (e, &,lc,]

(i, j, 1lew et 1< j), les cy désignant de nouvelles cons=-
tantes ajoutées au langage de S,

Démonstration.

Soit A un ensemble bien ordonnable tel que Jal£lusc(V)|;
nous pourrions par exemple prendre pour A un ensemble x
tel que USC(x) & NO, puisque 1'ordinsl du bmn ordre 5;
est de la formeU(e) mais non de la fcrmatj (a).

Fixons péw, pro, t)>1+p+(p+e)p et, si o0& i< p,

notons

a, = Usc®™(m),

b, = Uscﬂ+(p+231(£)‘
cy = (aix {_o_}) U {biH {1 ? e
Soient o¢1i, J, k, 1 £ pet i< j. Alors :
(1) tegl = lapt + 1B 1 .
(2) FUSG{GL,)I £lel € |UEG1+(P+2}E{?)[ , car d'une part
|USC(A)| € [A] et |USC(VIIL IVl , et d'autre part

1 + {P-+ 2) k<t - k.

(3) lSGl{ak)i =lag | = lag |« g}, car SC(V) = V et

Ve VT xV.
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(4) |Ej| iﬁlail , car sinon
jusc® 1w ¢ luse®dnyl &, luse®t (il

a'ol, vu (I.2.44),

1vi .E‘:*IUEG(?} ¥y
c'ast=t=dire

|sC(VL &, lusc(M)]
ce qui contredirait le théoréme de Cantor (I.2.3.)
(5) lEJL$hlbil s car sinon, puisgue JhiIE,WC et vu
(20150,

lay1& 1ol

d'oll a, et donc V seraient bien ordonnables, ce qui
est impossible en raison du résultat bien connu de

Specker [227] .
Il s'ensuit :
(6) eyl §,10807 (el A I8CHe))l &, Ioyl , sizonm
851,080 e )] V' [S0H(a,) &, ey
d'ol, vu (2) et (3),

““-dl . ]ﬂj|$¥lcil ’

ce qui entralnerait en utilisant le théoréme (I.2.5.)
|3~3|v€.*|ai{ V |3:|i é*]bi! )

contredisant ainsi (4) et (5).
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(7) 1setedl loy1 A Loyl §,1503(e )l , sinon vu (2)
juset (el ¢, lusc™ (PR (vy| v
{Usclfci)igilscl(uscq*cp*z)é(v))l ;
d'ol
luse (e, &, Juse™ (2 Beyy|

en utilisant (I.2.2.), il vient alors
|se(usel(e, )1 € Iso(use* (2 eyyy
et donc
1wsel* e, )1 € Juse™ PRy

*Uscﬂ+{p+2]i+1+1fi)|é FUEG1+(P+E)3(?}! :

d'ol, puisque 1+(p+2)i+1+1< 1+(p+2)],
la| € Luse(v)l ,

ce qui est impossible.

On comclut dés lors en utilisant le théordme de
compacité. )

Théﬂréﬂlﬁ Sels

Solt 8 une extension stratifiée consistante de NF.
Alors © reste consistante si on lul ajoute deux nouvelles
constantes a, b et les axiomes
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jusci(a)] & 1usc¥(a)l & Jusca)l  (1,dew et 1 £ g),
b1 ¢, 180501 & Ib (k€W et Xk > o).

Démonstration.

Sclient S5 une extension stratifiée consistante de Iﬁ?—,
W% un moddle de 1a théorie dont le lemme 2.1. nous assure
la consistence et ¢, (i€w) 1'élément de 1'univers de G
associé & la constante ¢; intervenant dans le lemme il
Notnnsﬁ l'ensemble des nombres entlers relatifs et (z
1l'ordre strict habituel ﬂurz .

La classe infinie des Ei{ieu) est totalement et stricte-
ment ordonnée par la relation

gyt gy & i < j.

Par conséquent en utilisant la version 1.2. du théoréme
d'Ehrenfeucht-Mostowski et en considérant - comme Henson
dans [8] - l'ordre total strict 4 défini par :

(1,2) 4 <G e=> (,j € {01} et z, 2'€ £ et

(1< J ou (i=] et 3 {4 z'))),

nous obtenons un modéle J'f de S5 et un automorphisme C;' de l"{f
tels que

(1) {n,ﬂ}xz soit une partie de l'univers de G,

(41) @ (Co,25>) =<0,241Y ot G(<1,2>) =¢1,3-17
pour tout zEE,

(iii) x <« ¥ entraine, pour tout kéw,

M 131,105kl &Iyt A Ixigysc ()l €, xi
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Soient ¢ =¢{0,0>, d =<{1,0> et k€w, k >o. Alors
cadXle) et $5(a) q g,

d'ol
18 =165l 10805 ¢, 165 (o))
1B k= 165(@)] &, 150501 &, 145()] -

Les formules

ISR & Ixt , WIEISCRI &, tul

sont stratifiées si les types des wariables x, y, u; v
sont suffisamment grands et si

type x = type v + k et type u = type v + k 3

en utilisant le théoréme 1.1. de Hemson, il vient donec

-

TQJFICE{,[UEGk(c}I .{.*]cl. A tdlﬂlaﬂkfd}fatilﬂi 3
et aussi

68k
puisque tous les axiomes de S sont des sentences stra-

tifiées.

Far conséquent, si aux constantes a, b on associe res-
pectivement les éléments ¢, 4 de l'univers de S, on
étend € en un modéle de la théorie dont il faut démontrer
la consistance. >

Ce théoréme est encore vérifié =i on y remplace partout
£, par £ , en effet dans NF x<y entratne x {, ¥ (I.2.1.).
Dés lors nous avons le
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Corollairs 2.3,

Soit S une extension stratifiée consistante de NF.
Alors 5 reste consistante si on lul sjoute les axicmes

(3 x) ( l::l:¥ IUEG(x}:=$ X))

Fn Cizl & 156 * Iy!)

A propos des propriétés typées.

Dans [4] , Boffa généralise le résultat de Henson [9]
selon lequel

NFl x = SC(x)—> -1 (x bien ordonnable) (*) 3

i1 définit & cet effet une nouvelle classe de propriétés :
les propriétés typées, en voici la définition. Si F est
une sentence stratifide et v une varisble libre n'inter-
venant pas dans F, fixons une stratification de F et
désignons par F_ la formule obtenue en remplagant dans F
chaque quantificateur Qx par @x &€ SC (v), i étant le

type de la variable x. Dés lors P(v) est une propriété
typée s'il existe une sentence stratifiée F ne contenant
pas la variable v et telle que

NFF 9(v) H',F?.

La formule -7(x bien ordonnable) est un exemple de pro-
priété typée (voir [4] ). La généralisation de (*) s'énon-

Ce .

Théoréme 3.1. (Boffa [4] )

Soit ?(v) une propriété typée. Alors NF [ P(V)
entraine NP - (V¥ x) (x = 8C(x) —> %(x)).
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Une guestion se pose dés lors : étant donné une propriété
typée ?(v) telle que NF | 9(V), peut-on trouver dang NF
un ensemble a tel que

?(a) A a % SC(a),

ou encore a-t-on dans NF
(Vx) (9(x)e> x= SC(x)) ?

Nous allons répondre partiellement & cette guestion par
un résultat de consistance relative. Pour la propriété
typée 7(x bien ordonnable), nous améliorerons ensuite

ce résultat en établissant dans NF l'existence d'un en-
semble non bien ordonnable et non équipotent & 1'ensemble
de ses parties.

Théoréme 3.2.

Soit S une extension stratifiée consistante de NF.
Alors S reste consistante si on lul ajoute deux constan-
tes a, b et les axiomes

la| < 1UsC(a)l £ |sC(a)l ,
ol > [sC(vll

?(a) A IF(b)i

?(x) variant dans toutes les propriétés typées telles
que NF | 9(V).

Démonstration.

Spient S une extension stratifiée consistante de HF,?EZ
un modéle de S et £ l'ordre total strict infini introduit
lors de la démonstration de 2.2. Notons
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A= {a] (3 1ew) (@E a = |0sC*L(W)] )} g
=74 -{{a,b}[ a, b€ A et ?ﬁh}al(!bl} ’

Puisque |USC(MIL VI , {A,X>est un ordre total strict
et infini, de plus a«< b entralne

WeEIsC(a) < Ibl A fal <1USC(D)l ;3
a & A entralne

G E  a = 5C(a).

En utilisant la version 1.2. du théoréme d'Ehrenfeucht-
Mostowski, nous obtenons un modéle M de S et un automor-
phisme ¢ de G tels que :

(1) {_o,'!}uz goit une partie de 1l'univers de 1,

(11) 6 (0,23 ) = L0, 241> et H(<1,2> ) =<L,2-1>
pour tout z€ Z ,

(1i4) a & {a.‘\} Hz , a4 b entrainent respectivement
leEa ~ 5C(a), JEEISC(a)l < 1Bl A |ail (USC(oi

Notons encore ¢ = {o,0> , 4 =¢1,0> et soit ?(x) une
propriété typée telle que NF F 9(V).
Des lors

ek Isce)l < 14¢e)l A 14(a) < (usc(al

et, en vertu du théoréme 3.1. de Boffa,

M E %) A 9(d)-

Les formules ISC(x)| < IFl , 1yl < |USC(x)l sont strati-
fifes si les types de x et y sont suffisamment grands et
si (type x) + 1 = type y ; d'autre part, toute propriéte
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typee est stratifiée. Par conséquent, du théoréme 1.1,
de Henson, il découle

fﬁéblsfl{cli < 1e) A 181 ¢ 1TsC(ay A Ple) A Fa)
et aussi

T@ﬁ:s .
ce qui démontre le théoréme: >

Remarquons que le théoréme 3.2. est encore vérifiéd si
nous imposons & a et b de satisfaire toutes les formules

stratifides Y(x) syant une seule varisble libre et telles
que

S - (Vx) (x &sc(x) — P(x)) .

De 14 on déduit le

Corollaire Ss3s

Solent S une extension stratifiée consistante de NP
et ¥P(x) une formule stratifide ayant wune seunle
variable libre. Alors les sentences

(Vx) (x=8C(x) e Px)),

(Vx) (1x1 € 18C(x)I «=—¥(x)),

(Vx) (1x1 3 15C(x)| «—>P(x))
re sont pas des théordmes de S .

I1 s'ensuit que ce corollaire est également vérifié pour
les formules stratifides contenant plusieurs variables libres.

Proposition 3.4.
W= (33 (:ﬁse(x} /A X non bien ordonnable) .
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Démonstration.

I1 nous suffit de trouver un cardinal m tel que

mémﬁmﬁET{m)-
Nous allons ubiliser deux théorémes de Henson & savoir :

1) NP b (I xeNe)(x # 1USVI A 27 1use(v)l )
(théoréme 2.2 de [9] ),

(2) NF - ((x €00 A Nx)<x A (Vyen) (72T F))—>

(EFEWMF-ﬂﬂfxx{yn:<zMﬂ)}
(théoréme 3.8 de [9] ).

Appliquons (1) et soit m un cardinal tel que
a f (usen)) A 22 . juse(n)) .
Deux cas peuvent se présenter :
(1) m € |USC(V)| . Alors, en prenant p = m + | usc(v)|

nous avons p > |USC(V)l et p & WC, puisque V ne
peut &tre bien crdonné ( [22] ). Il vient également

ST(p) | JT(m)  STCIUSC(V)I)
= |USC(V)| . |USC(V)]
= |USC(V)|
£ D

(1) m € |USC(V)| . Supposons m & WC et désignons par p
le maximum de |NO| et de m. Par conséquent p € WC.
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Nous =avons

1IN0l € 1USS(V)l  (*), INo) & 1USCe(v)l  (»+) ;

en effet 1'ordinal du bon ardre~éﬁ est de la
forme U(a) mais non de la forme IJE(a}.
De (*), i1 découle alors

N0l ¢ p < 10sc(V)) < 27CP),
et de (**), on tire
T(p) < p.

En appliquant le résultat (2) de Henson, on
obtient un cardinal g tel que

IR0l p < @ A as=T(q),

ce qui est impossible en raison de (**).
Par conséquent m & WC. )

4. Positions relatives de Ix! et 1USC(x)| (suite et fin).

Continuons la discussion entamée au paragraphe 2
quant aux positions relatives de m et T(m) lorsque m est
un cardinal, en distinguant cette fois les cas :

m &€ No, m € WO - Nn, m € NC - WC.

Désignons par S une extension stratifiée consistante de
NF.

Dans NP, il existe des cardinaux H, H'E WC - Nn tels
que H=T(H), H>T (H ) ; en effet, 11 suffit de
prendre § =No et M = |NOI y puisque 1'ordinal du bon
ordre § _, noté(l , est tel que <(3d € No)(UP(d) =(2).



33.

v'autre part, 5 reste consistante si on lui ajoute

]
1'existence d'un cardinal H€WC - Nn tel que MH"¢T{K)H.
En effet, pour démontrer la consistance de

S+ (dx € Fn) ( x < Nx)) %y

Henson (8] considére 1'ordre total strict et infini

obtenu en restreignant < aux naturels concrets, et

applique ensuite sa méthode. Mais, si n est naturel

concret et si ord(n) désigne 1'unique ordinal x défini par
e(x) =n (#), on a - comme nous allons le voir 'Hnrd(n)"’ﬁ" ;
la fomuleHnm(x) A A étant stratifiée, nous pouvons

dés lors supposer que le naturel x dont il est question

dans (*), ?érifieHard(x} A A N ord(x): £ Ulord(x)),

et par conséquent, vu (I.1.1.),

Hnrd{x) < ® cHarﬂ{x)}'

1 n est un naturel cnncrat*}{ﬂrd(n A A parce que, du
fait de 1'existence d'un cardinal N'€ WC tel que

(N )<HK' , la proposition (I.1.1.) nous assure de
1'existence d'un ordinal a vérifiant (N, AN A Ufa)< w),
et par suite ( N 4 AA A ord(n) < a),

Evidemment, si m € WO, m et T(m) ne peuvent &tre in-
comparables. Pour les cardinaux m éléments de WC, qu'ils
solent naturels ou alepha, nous connaissons donc quelles
positions relatives peuvent prendre effectivement m et
T(m). Qu'en est-il pour les autres cardinaux, c'est-i-
dire pour les cardinaux d'ensembles non bien ordonnables 7
Puisque (I x & NC)(x &£ T(x)&Lx) est consistant avec 8
et puisque NF |~ | USC(V)| £ | V| , deux questions se posent
encore : peut-on ajouter de fagon consistante & 5, 1l'exis-
tence d'un cardinal m € NC - WC tel que

m < T(m) ?
m = T(m} ?

# la définition de c(x) est & la page 1.
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Nous allons répondre affirmativement & la premiére da ces
deux questions grice au théorime suivant :

Théoréme 4.1.

S50it S une extension stratifiée consistante de N¥.
Alors S reste consistante si on lui ajoute 1l'axiome

(dx non bien ordonnable) ( |x| < |USC(x)I ).

Démonstration.

I1 s'agit d'une conséquence du théoréme 3.2. En effet,
d'une part, 7 (x bien ordonnable) est une propriéte typée
et d'autre part, 77(V bien ordonnasble) est un théoréme de
NF ( [22] ).

Nous pouvons finalement résumer notre discussion par le

Tableau &4.2.

m €& NC
m € HNn n & WC=Nn m & NRC=-WC
:
n=T(m) EXISTE EXISTE '
dans NF dang FF T
EXISTENCE EXISTE EXISTE
m » T(m) CONSISTANTE dans NF dans NF
avee S {*)
(Eenson (8] )
EXISTENCE EXISTENCE EXISTERCE
m £ T(m) CONSISTANTE CONSISTANTE CONSISTARTE
avec S (*) avec S (*) avec S(*)
(Henson (81 ) (théoréme
4,1.)
N'EXISTE FAS N'EXISTE PAS EXISTENCE
né™(n)¢n | dens NF dans NF CONSISTANTE
avec S (*)
(corollaire
2;5;)

(*) 8 extension stratifiée consistante de NF.
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CHAPITRE III

 EERREEERE R S

A PRCPOS DE L'OPERATION 2%,

1. Définitions et propriétés €lémentaires.

Pour étudier le "nombre de fois" que 1'on peut itérer
1'opération 2% en partant d'un cardinal m, nous allons
étudier le cardinal de l'ensemble

[m, 2 E(Em},... } ;

cet ensemble fut introduit par Specker [EE] et est noté
@(n). Formellement on définit

@(m) =("|{:|: | m € x A(Vyex)(y £ 1U8C(V)| — EF,-E x)}.

Les nombres de Beth 1,(m) sont définis pour tout i € Na de
telle sorte que

‘]ﬂ (m) = m,

Aipq (@) =2

Ji{:m}

si 1, (m) &|USC(V)),
dipq (@) =2, (@) si J, (m)§ lusc(V)] .

Pour ce faire, on démontre par induction sur i &€ Nn qu'é-
tant donné un cardipal m, il existe une et une seule fonc-
tion f telle que

don(t) = {313 < 1},
£f(o) = m,
(V3¢ D& | UseV)] — 2(341) = 280Dy,

(V3§ ¢ 1) 4 1uscMI—>2(3+1) = £(3));



alors on note par exemple fm,i cette fonction et on poEe
Ji(m) = fm'i{i}. De la sorte la formule x = A (y) est
stratifide lorsqu'on accorde & x, ¥, 2z des types
suffisamment grands et égaux entre eux.

On vérifie aisément que, 8i m &€ NC, @{m} est l'ensemble
{ :Iifm}l ie Hn]. et que i, j € Nn entralinent

;]i+j{m) = ;-]1( ;]j(m)}-

Proposition 1.1. (NF)

Soit m £ m'. Alors :
(1) Ay € jmeml — A;m < A,y@,

(11) 1@ )| > i@(m'ﬂ*

Démonstration.,

Soit m £ m'. la propriété (i) se démontre directement
par induction sur i € Hn.

i (n') est infini, 11 s'ensuit

1) & T@) & [usc(M)] (i€ M),

et donc |®(m}| = |®{mf}f .Hﬂ.

Euppasona@(m') fini. Si @{x} est fini, notons 1(x) le
minimum de {i |1 € Fn A Ji(x} £ IUSU{V}l} } alors

@(x) o {j |4 1(:}} , dtol I@{x}[ = TE(l(xJH}.

De (i), il découle des lors

1(m) » 1l(m'), et dome I@(m}l? Ifb{m*)l.?
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Proposition 1.2. (NF)

Solent m & KNC et i &€ Nn. Alors
(1) (A @) £ 1usCNl A §g i+’1)-bJT{j:I{T{m})- 2(3,(2)),
(1) Ayeqy(Hm)) € [UsCE(N)] — A () & (USC(V)]

Démonstration.

(1) Rappelons (Vx< 1UsC(M) ) (2X® . 2¢2%)) ().

Soit Q(i) la formule

(V3§ € i#)(Vx € 1) A,(x) £ [use(v)] —

A g 55 (20) = (TGN

Supposons i € Fn, Q(1) et Jiﬂ{x).{l ] USC(V)| . Alors :

TLRe. . (X)
T{,]i+2{x}) = 2 Ll )

vu (*),

JT(iﬂ}(T(x))
5 y

-
—

a JT{:1+2} (T{x}}

Ainsi (VieNn)(Q(1) — Q(i+1)) et en raison de
(*), on & Qo) ; Q(i) étant stratifiée, la proposi-
tion (i) est donc démontrée par induction.

(ii) EuppusansJT(ij(T(m)} £ IUSGE{V)I et ]i(m)-{IUBC{".’)t

et notons 1 le minimum de {j | JE Nn A JJ{m}1{ USG{'!I}}.

En raison de (i), on a
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(T (@) =dpy (T(w),

£A :] (T(m)) puisque 1 £ i ,

(i
& luse?(nl

et done d,(n) < | USC(V)! , ce qui est impossible. >

Le résultat suivant est df & Henson [9] s & 1'opposé de

la notre, sa démonstration n'utilise pas les nombres dg

Beth.

Proposition 1.3. (NF)
(1) BSimelCA @(m) infini, on a

@(T{m}} infini A @ (T(m)) = T“@(m}.

(i14) Sim € NC A @(m} fini et si on note 5‘ le maximum
de @(m), on a

Or)) = (2 P @)U Pzl
et

(@) n e «{nd)H} .

Démonstration.

On déduit directement (i) de 1.2.(1). Soient m € NC,
® (m) fini, 1 le minimun de

{i |1 € NnA Ji(m}-{ IUEG(‘I)!_} et ﬁ/-] 1 (m) ¥ est 1e
maximum de @(m).

En raison de 1.2.(i), on a d'une part T"@{m}c d(?(m)),
et d'autre part Ji(".l'f ¥)) =] i+T{1)(T{m}}n d'od

P ) C @(T(m)) i par conséquent
(@) v G ) c ).
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3%.

Tout élément x de @ (T(m)) est de la forme Apegy (2@ 5
si €1, x= T{]J{m}) vu 1,2.(1i) et donec x € T"(I)(m} :

gi j=1+Xkaveck)>o, x=1 T{k}(T(E }) toujours en
vertu de 1.2.(i) et donc x€ O(T(J )). Pinalement

O(r(m)) = (@)U P )).

51 x€ ™P(n) et y € H(T(¥)), nous avons x{ M &) L ¥ ;
i1 s'ensuit (TP (n)) N P (Y ={ &)} .>

Deux théordmes.

Si @{m} est infini, il en est de mEme de @('ﬁ{m})
(proposition 1.3.). D'ailleurs', & l'heure actuelle, nous
ne connaissons dans FF aucun cardinal infini m tel que
-;I)Em} solt infini; en effet, 1l'existence d'un tel cardinal
entratnerait dans NF 1'existence d'une infinité de cardineux
infinis, problime toujours ouvert dans NF. Signalons & ce
sujet les résultats de Forster [? ] t

NP |~ ®(K,) infint <> (Fx € ¥1)(Px) infini) (F,),

NF |— m cardinal fortement cantorien —-&@(m) infini (F,),

NP (Vo€ m)(Fx € X0)(|Px)] =n+ 1)
—>Tye (@) tntin)  (®y),

WP (Va € Fn)(n € T(n)) — (Vx < TONQP(x) infint) (5,

Que se passe-t-il si @(mj est fini 7 Hormis la relation
11 € | Prm))|  (proposition 1.3.),

la seule relation entre I@(m}l et |®(T(m}}i , dont nous
savons jusqu'ici &tre vérifife dans NF pour certains cardinaux

)
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® infinisest 3

O (2tm) | =1 Pl +1 5

c'est le cas de |V , 1USC(V)! , | USC2(V)| ... Le théordme
suivant montre qu'il peut en &tre tout autrement.

Théoréme 2.1. (NF)

I1 existe un cardinal m tel que m & | USC(V)l et tel
que @(T{m}} ne soit pas un ensemble cantorien fini, en
particulier ce cardinal m vérifie J,(T(m)) £ |USC(V)I
pour tout naturel 1 fortement cantorien.

Démonstration.

Supposons (V x€NC)(x & |USC(V)I —= @{T{x}} cantorien
fini). De 1.3.(i1), il découle

(Vx € )P (x) rinie=P(N(x)) fini)  (*).

Notons m le minimum de{x[: € WA @(x) fini} i

ce minimum existe, en effet en prepant par exemple le
cardinal p tel que |NO| = T(p), nous avens p & |USC(V)I
puisque l'ar&inal de £, est de la formeU(c) mais non de
la forme U (e Yu (%), @ (T(m)) est fini et par suite

m £ T(m). Dés lors soit q défini par m = T(q) ; on a

q £ m d'une part et d'autre part, vu (*),P(q) fini d'od
m £ q ; par conséquent m = T(m).

Soit ¥ le maximum de $(m). En raison de 1.3.(4i), on a
dés lors

[ Q@) = 1P| ) «1 D¢ NI -1
et

Qe ) > .
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Utilisons meintensnt le résultat de Eensen ([9] , p.66)
selon lequel la différence entre les naturels n et T(n)
ne peut &tre un naturel cantorien non nul. @{T( §)) est
donc un ensemble fini et non cantorien, ce qui contredit
notre hypothése puisque X* | usc(V)l

Corollaire 2.2. (NF + R)

11 existe un cardinal m tel que

m & 1USC(V)I A ®(1(n)) infini.

Ce dernier résultat est annoncé également par Forster
dans [ 7] ; signalons que, dans [ 7] , Forster démontre

aussi :
WF - (Vx € ™x))(D(x) infini)—>
(3 x €86)(B(x) fint A §(T(x)) infini) (Fg).

La question se pose aussi de savoir, si étant donné un
naturel n, on peut trouver un cardinal x tel que

x £ | USC(V)| et @(T(x)ﬂ = n + 2. Une réponse partielle 3
cette question est donnée par les deux théorémes suivants
de Forster :

NF - (Vné&Fn)(n & ™(n)) —

(Vo € m)(3x € M)(x & |USC(NING(2(x))l =ns2),
NP - NCI fini —> (¥n naturel fortement cantorien)(d x € NC)
(x& [usC| AP | = +2)  (L7)

Le dernier de ces deux résultats peut s'obtenir également
compe corollaire du théoréme 2.1. En effet, si nous suppo-
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sons NCI fini, il existe un cardinal p tel que p £ |USC(V)I
et@[fﬂ'{p) soit fini non cantorien. Notong 1 le minimum de

{i |1 € Bn A Ji(T(p)] { ]UEﬂ(‘F}I} et donnons-nous un
naturel fortement cantorien n ; alors 1 # T(1l) et done
p+2 ¢ 1. Soit a le cardinal A l-(n+’t)(T{P)) s 11 s'ensuit

a < 1Ml A 1§(a)l = n + 2,
mais aussi
a lusc?¢vyl

car sinon, en raison de 1.2 (ii), nous aurions p £ (USC(V){ .
Par conséquent, en prenant pour b le cardipal x vérifiant
T(x) = a, nous avons

b & (USC(VIA IQ(R0))] =0+ 2. )

Pour chaque naturel n, existe-t-i1l un cardinal x tel
qua]@(x} | = n+ 1 ? Nous allons voir que nous pouvons
répondre affirmativement & cette question pour les naturels
n fortement cantoriens (si cette restriction tombalt, alors
en raison de (F;), il existerait un cardinal infini y tel
que ®(y) soit infini). Signalons que dans [ 7] Forster
répond affirmativement & cette question sans aucune res-
triction mals moyennant 1'hypothése (V n & Na)(n € T(n)).

Théoréme 2.3. (NF)

S1i n est un naturel fortement cantorien, il existe un
cardinal x tel que |@(1}[ =n + 1.

Démonstration.

Supposons que n soit un naturel fortement cantorien
tel que (3 x}f,]n(x) = |Vl ) ; désignons par 141 le
minimun de{ 1| 1 € Fn AT(I (A (x) = VI }} et par
a un cardinal tel que ]1(3.) = |Vl . Dés lors, vu 1.2.(1),
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]T(l) 1 T{E)} = |‘“ et donc T{l:} o 1y .08 qui est impos-
sible puisque 1< n. »

3, Deux résultats de consistance relative.

Dans [7 ], Forster considére & plusieurs reprises la
sentence

(Vx & 2x)( D(x) intind),

cette sentence apparalt notamment dans les théordmes (Fu}
et (F ) mentionnés plus haut. Nous allons voir que la
négattan de cette sentence est consistante relativement a
toute extension stratifiée de NF.

Théoréme 3.7

S{ S est une extension stratifiée consistante de NF,
elle reste consistante quand on luil ajoute une constante

¢ et les axiomes

o < Ae) < M) A Qo) fiat (kW et 5 0.

Démonstration.

Soient S une extension stratifiée consistante de NF et
¢ =<M,R) un modéle de S. En raison du théoréme de
compacité, il suffit d'établir, pour tout k €w et 20, la
consistance de la théorie

5+ (3 x€¥)(Px) £imt A Ap(x) < 2(x));

aussi domnons-nous un k€W et >0.

Remarquons que, i r, 8, 1EW et 1 £ s, nous avons
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NP = | USCT(V) ¢ luscB(v) ggi r > s
at
we b= A, (1use%(n) ) = 1ose® 1)1 .

Dés lors dans NF, si nous notons
2, = Jose® Dy (1ew),

@{mi} est fini et mi{ mg entraine successivement
i 0
(k+2)(141) = k D (k+2)(J+1) + 1,

A () < T(my)e

Notons
A-{alaEHe‘t (31e-mmm=a=nin} )
o< ={ (b8, DE A et B -r.:b}:

{A,%\7 est un ordre total strict et infini. En utilisant
la version 1.2. du théorime d4'Ehrenfeucht- Mostowski, nous
pouvons donc obienir un modéle B de 5 et un automorphisme
& de M6 tels que

(1) ‘% soit une partie de l'univers de g,
(1i) zez entraine 6(2) =z -1,
(1i1) = Ez b B {E z' entratnent respectivement
M Ezexc A(a) £int, RE T (2) < 2(z').
Par conséquent

REzeveADz) tint A A (6(2) £ N2) (€ E).
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La forsule (x&NC A ©(x) fini A A (y) € (x)) est
stratifide si les types de x et y sont suffisamment grands
et 81 type y = (type x) + 1 ; du théoréme II.1.1. de
Henson, il découle donc

r@’é;-,- z €X A O(z) fini A Ay(z) < T(z) (z¢ £),

et, S étant une extension stratifiée de NF,
é
N6 Es .

Ie taéorie § + (Fx e BONP(x) fint A A (x) < T(x))
est donec consistante.>

Corollaire 3.2.

Toute extension stratifide consistante de NF reste
consistante quand on lul ajoute 1l'axiome

(Jx) (x < x) A O(x) fini) .

Les cardinaux beyl du lemme IT.2.1. sont obtenus par
compacité en partant de cardinaux de la forme

lUSGi(”F}l + ITJEU;!'(::}I avec 1, jew et 70 j
par conséquent nous pouvons supposer
@(ieﬂ) fini A [eg) £ |USC(V)] .

La formule (D(1x() £ini A ix|< JUSG(V)| étant stratifide,
leg ensembles obtenus & partir des ¢ i dans le modéle
transformé par un sutomorphisme, vérifient ausei cette
formule ; dés lors om a le

Théordme 3.3.

Si 5 est une extension stratifide consistante de NP, elle
reste consistante quand on lui ajoute les deux axiomes

(x €M) (x4 M), x A Q@ find) ,
Ax& s x §2"PL, x A o oamt )
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Faisons le point quant & 1l'existence d'un cardinal m
tel que @ (m) soit fini, en envisageant les différentes

positions relatives de m et ™(m) :

Tableau 3.4.

m € NCIA @(m} fini
m = T(m) n > T(m) m £ T(n) m { T(m) g m
EXISTENCE EXISTENCE
CONSISTANTE CONSISTANTE
7 dans NF avec S (*) avec 3(*)
EXISTE (corollaire (théoréme
dﬂnﬂ 5121} 5-5#)
KP
N'EXISTE PAS N'EXISTE PAS
dans NF + R dans NF + R 7 dans NF+R
(Forster, (Forster,
() (7)) (F,), [7])
|

r‘}s extension stratifiée consistante de NF.
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CHAPITRE . IV

LA E RS E RS R R

QUELQUES RESULTATS OBTENUS GRACE AUX PERMUTATIONS DE L'UNIVERS.

1. La méthode des permutations de Scott.

La méthode des permutations fut introduite dans NF par
Scott [20] ; cette méthode permit d'obtenir de nombreux
résultats de consistance relative dans NF et elle fut
également utilisée avec succés dans ZF sans axiome de
fondement (voir[ 2] ). Etant donné une permutation € de
l'univers, cette technique modifie 1'appartenance initiale
€ pour obtenir une nouvelle appartenance éz.telle que

x €y <> x€ CG(y),

l'univers restant inchangé.

Définitions 1.1. (Hemnson [10] )

Soit G une permutation de V. Nous définissons les
fonctions ’Ck sur V, pour tout k € W, par

’CO(X) = X,
T @ ={ T ve T ] .

Lorsque P(x ..., xn) est une formule du langage de NF,
Q’z(xq,...xn) désigne la formule obtenue en remplagant
X € y par x € C(y) partout dans CP(x,I,..., xn). Si G est

une sentence du langage de NF, on définit
G invariante «—> (V X permutation de V)(G <> 658
on dira qu'une extension T de NF est une extension inva-

riante de NF lorsque les axiomes de T seront des sentences
invariantes dans NF.
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Lemme 1.2. (Henson [10] )

Soit kew. Alors

NF - ¢ permutation de V — T, permutation de V.

En procédant par induction sur la longueur des formules,
on déduit le

Théoréme 1.3. (Henson [10])

Soient ﬂ(xﬂ,..., In) une formule stratifiée et Bqyered
les types respectifs des variables x,, seeXo dans une
stratification de ?(x,«-+, xn}. Alors

NF = T permutation de V —2

T
(¥ {:q,...:n)i—-* ?(z¥1(x1),...,'Ean(xn)]).

Par conséquent toute sentence stratifide, en particulier
tout axiome de NF, est invariante dans NF ; la notion
d'extension invariante de NF a donc un sens.

Théordme 1.4. (Scott [20] )

Soient 6 une sentence du langage de NF et T une exten-
sion invariante de NF. Alors la consistance de

T + (3 x permutation de V) (%)

entraine la conaistance de

T + GI.

Démonstration.

Soient T une extension invariante de NF et 6 une sen=-
tence du langage de NF telle que

T + (3 x permutation de V) (6¥)
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soit consistante. Supposons T + 6'nan consistante ; il
existe alors des axiomes P,,..., ¢P de T tels que

(04 A o A ?PJ—*'T'&"

soit un théoréme du calcul des prédicats. 51 x désigne
une variable non présente dans les ?, et dans G,

(9% Ave M;j—a- 1 (6%

est aussi un théoréme du calcul des prédicats. Dés lors

T |- x permutation de V—> 71 (G™),

ce qui est impossible. T + 6 doit donc &tre consistante.)
La méthode des permutations permet donc de trouver dee
résultats de consistance relative seulement pour des sen-
tences non invariantes dans NF,

Une large classe de sentences invariantes.

Dans [10], Henson démontre que 1'axiome de Hosser et
l'axiome des ensembles cantoriens - c¢'est-a-dire la sen-
tence (Vx bien ordonnable) (Can(x) —» stCan(x)) (voir [9] ) -
sont des sentences invariantes dans NF. Nous allons géné-
raliser cela en dégageant une trés large classe de sentences
invariantes comprenant ces deux axiomes mals aussi la plu-
part des sentences intéressantes concernant les cardinaux :
ce seront les C - formules.

Définissons d'abord les C' - formules comme étant les
formules du langage de NF, obtenues en sppliquant un nombre
fini de fois les régles suivantes :
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(1) Toute formule stratifide est une C' - formule.

(II) x cardinal fortement cantorien est une
C' = formule.

(III) Si 9 et 6 sont deux C' - formules, il en est de
méme de 719 et de PAG .

(IV) si ®(x,s Xq30004%,) est une C' - formule (o » o),
il en est de méme de (‘?"xﬂé NC) fi?(xﬂ,x.1,..., xn}
et de (Vx c NC) P(x_y xq9eee X )0

Dés lors nous disons gque la formule éfxﬂ,...:h) du langage
de NF est une C - formule lorsqu'il existe une C'-formule
?(xﬂ,..., xn} telle que

NF = (vx,}iaixn)( 6(1.1!"!1. xnj{i—}?(x,ltlol In}}i
On cbtient immédiatement les régles dérivées suivantes :

(1) 5i 9 et { sont deux C-formules, il en est de mdme de
19, 9A6 ,0v6 , 06 , 936,

(2) si m{xh, Xqpeney xn) est une C-formule (n > o), il
en est de méme de {b’xnea NC) ¢{xﬂ, X0 ...,xh),
(¥ X, C NC) ‘P{:{ﬂ, Xqy veoy 1n}, (3 X € NC) ?(xﬂ,x1,.,.,xn%
(3 X, C NC) q?'{xu, Xq5 oeey xn).

(3) T(x) = x, T(x) < x, (x) > x sont des C-formules ;

en effet, par exemple, T(x)< x est équivalent dans
NFa(Jyel)(y=1(x) A 5y < x)

(4) Can(x), stCan(x) sont des C-formules; en effet, par

exemple, Can(x) est équivalent dans NF &
(Fyelc )y = y) A y=ix1 ) |
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Rappelons la notation i Ecu(x,‘l = X et 301{::) = 5C(x).
Lemme 2.1. (Henson [1'3]. p.71)
(
NF }— 7 permutation de V —> (stCan(x) <« stCan(B(x)))

Lemme 2.2,
Il existe k €W et kn} 2 tel que k€W et k 2 k
entralnent, pour b=0 ou 6. 1,

NF |- 0 permutation de V —7

8

(( {IESG‘SCHG)}’G c—-a-’('?k'i:)esc (KC) )

2
(x=1y)" = T =T ()] )

d (£

( (x€5C7(N0)" — Tylx) = Ty (X)) ),

Démonstration.

Soit T une permutation de V. En raison du théordme 1.3.,
il existe 1GEu.J et kﬂ} 2 tel que k€ w et k;1¢-1
entratnent

éEM}Jﬂ'H ‘Zk(::}&sc 6(HGJ ( = 0, 1),

(x€SC
(x = Iyl)z(——‘.r Ty (x) = ['31._1{11!*

81 (xeﬂc}z. soit y tel que (x = |rl)3 ; alors kpk -1
entralne

Ty = | Ty @I
= ‘[6}_2(5}‘ ZE ’E(F)},l
= |T(y)| puisque Ty _, est une permutation de V (1.2)
= zkn-1(:} .

T
Dig lors de (xC NC) , 1l découle
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YE Tlx) = (y & HC)E
et done, i k )k,
2,0 = {Ti @] yET®},
={Ekﬂ_1{3)j y€ '6(1.’!} ,

= ’Ekn(x} . 7

PI‘DEQE:I'. Einﬂ 2. Ei

I1 exisie k em tel que pour toute C-formule
?(x'il"" !‘xn}j Fﬂul' tﬂut n—'l.lpla <61p-ii,’5 > d'éléﬂlﬂﬂtﬂ

de 0,1} et pour tout kew et lr.;;ll:n ’

NF [~ 0 permutation de V —>
§
( (x,€ 50'51(m:} AoasfN x, €50 Bewe) A
T
Y’{x.l,...,xn)} e

61(10) Paa I\ Z‘k(xr)esc‘f“(ﬁc) A

(Ty(xy) € 5C
P (B (x)peensTplx )N ) &

Démonstration.

Soient 16 k ) 2 du lemme 2.2., kyk, et §, = 0 ou 1 (1€ci.
I1 suffit de démontrer la proposition pour les
C'-formules; pour ce faire, on procéde par indnction
sur la longueur de la construction des C'-formules sulvant
les regles (I), (II), (III) et (IV). Envisageons les
différentes possibilités, C désignant wme permutation de V.
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(i) 51 ?(xq,..., xn} est une formule stratifiée et
81 8h40eny S, sont les types respectifs de XypeeeXy
dans une stratification telle que 5,4.4¢) sng K.

on & vu 1.3 et 2.2,

[*
(x,€5C s“(uc}n...n X, € SC l("n{m) A P(xgqeeey x0)

§

.;.;('Ek(x,I}ESGsﬁ(HG)ﬁ ve NG (x)ESC B(xe)

AT, (x)seees T (D),

é

#-}('Ek(x,l}é 8¢ (NC)A ...ﬁ'ﬁk{rnjﬁsﬂén[ﬂﬂ)

AP(T L (x0) 5000, Tp(x0))e

T
(11)  (x cardinal fortement cantorien)

-

(3 y)(stCan(z) A x = 17| :’E:

(3 7)(stCan(T (TN N Ty (x) = TN )

YL 1;2-1 E—in ﬂ't— 242-,
sz{x) cardinal fortement cantorien.
(11i) ZLes cas 19, ?AG sont immédiats. I1 en est de
méme pour les guantificateurs du falt que ’(‘;k eat

une permutation de V (1.2.).>

Corollaire 2.4.

Toute sentence qui est une C-formule, est invariante
dans NF.

I'axiome de Hosser et l'axiome des ensembles canbtoriens
sont respectivement équivalents dans NF &
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(VxEXNC) (x € ¥n— x s 2(2)),

(Vxe M) ((x€ W A x= B(x)) —
x cardinal fortement cantorien),

et sont donc des C- formules. En falt, la plupart des
gsentences concernant uniquement les cardinsux sont des

C- formules; il en est ainsi notamment de toutes les
sentences relatives aux cardinsux que nous avons considérées,

citons par exemple :
(3x) ( 1x14 1ose@ £ 1xt),

(3x) C1xi & 1800 £ 1x1 ),
(3x € NC-WC) ( x = I(x)),
(Vx ¢ T(x) ( @ (x) infini),

dx £]usc(v)) ) (O(1(x)) fini non cantorien).

Ainsi cette derniére sentence est équivalente dans NF &

(3 xeNC)(T yc M) (x £ 1USC(MI A 7 =@ (T(x))

Ay fini A T Canly)).

La méthode des permutations exposée au paragraphe 1, ne
convient donc pas pour étudier la consistance ou 1'indé-
pendance, relativement a NF, de ces sentences.

Généralisation des résultats de Scott concernant les
individus.

Un individu est un ensemble égal & son singleton.
Notons I la sentence exprimant 1'existence d'un ensemble
dont les éléments sont les individus, c'est-d-dire la
sentence

TNV (yex ey =(5})-
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81 T est une extension invariante consistante de NF, elle
reste consistante quand on lui ajoute un des axiomes

a3 x = {x}),
(3x)(x ={x} ),

e i

les deux premiers de ces résultats sont dus & Scott [20]
et le troisiime & Hemson [10] , ils furent tous trois
établis gréce & la méthode des permutations. Nous allons
maintenant généraliser les deux premiers de ces résultats.

51 les #léments d'un ensemble sont des individus, cet
ensemble est évidemment fortement cantorien ; le théoréme
que nous démontrons montre que la classe des individus,
quand elle est un ensemble, jouit d'une grande liberté
tout en devant rester fortement cantorien.

Lemme 5.7.

Dans NF, tout ensemble est équipotent & un ensemble ne
contensnt pas de singleten.

Démonstration.

En raison de la définition du couple de Quine, ¢<V,x>
eat équipotent & V et done ¢V,x) n'est pas élément de
USC(V). Pour tout ensemble a, nous avons par conséguent
{‘f}x a équipotent 2 a et disjoint de USC(V). )

Théoréme 3.2.

Soient ¥(x) une formule stratifiée dont la seule
varigble libre est x, et T une extension invariante de NF.
Alors la consistance de

T + (Jx cardinal fortement cantorien) ¥(x)
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entraine la consistance de

i § +T(l{x|1={x}}|}.

Démonstiration.

Notons ¥ 1la sentence

(3x cardinal fortement cantorien) ¥(x)

et supposons que T +? s0it consistante.? est une C-formule
et, vu 2.4.,, est donc invariante. En raison du premier
résultat de Scott mentionné plus haut, la théorie

T +P+ 7(3IxNx= {x} )

est consistante, notons T' cette théorie.

Plagons~-nous maintenant dans T'. Vu 3.1., il existe
un ensemble a fortement cantorien, disjoint de USC(V) et
tel que ?( |al ) ; soit f la fonction de domaine a telle
que £(x) ={x} pour tout x € a. a tant disjoint de
Usc(v), £ u £~ est une permutation de a U USC(a) ; nous
pouvons la prolonger en une permubaetion T de V en posent
T(x) =xsi x¢a vuUsC(a). Soit b tel que ¢(b) = a. Les
G, €tant des permutations de V (1.2.), on a, pour tout
KEw,

Crgq(B) =2, a'od P(IT, . 4(B) 1) ;

T
du théortme 1.3., il découle alors ?(Itl ) . D'un autre

cbté, puisque a N USC(V) =A et puisque 1(3 x)(x = {x} ),
il vient

(Vx)(x € aer ) = {x} ),

¢c'est=a=dire

(h:{x!x-{x}})ﬂ-



Par conséquent
(7
@ae ({xlx={x}}I) ,

et on conclut donc gréce au théoréme 1.4, de Scott. ?
Remarquons que le théorédme 3.2. est encore vérifié si
nous affaiblissons 1'hypothése

®(x) stratifide

en la remplagant par

?(x) C-formule.

Dans la démunﬁtration, seule la conclusion ®( | bl )
nécessite alors quelques explications supplémentaires :
en raison de 2.3., il existe k €w tel que k > k_ entrainent

NP (x€5C A 9(x)) (T, (x) € K6 A 9T, () §

en fixant k suffisamment grand et en pnaant'ﬁk+1{c) =rzktbﬂ,
nous avens done

Al (c-1bl}ﬂ et T' | ?(ﬂ)?p
d'ol
T
T 9(1B)) .

Désignons toujours par T une extension invariante
consistante de NF. A partir du théoréme précédent, nous
pouvons retrouver les résultats de Scott mentionnés plus
haut : en prenant pour ?(x) la formule x = 0, nous avons
la consistance de T +7(d x)(x = [x} ) , et en prenant
x = 1 nous avons la consistance de T +(3,x)(x ={ x} ).
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En feit, si kéw et k>0, en considérant 12 formule

3 xqpeeerxy) (x = [{xgp000x,} A ( {:E x #2,)),
141, j¢k

on obtient la consistance de
T + il existe exactement k individus.

En raison du théoréme de compacité, nous pouvons dds lors
ajouter de fagon consistante a4 T, constantes c; et les
axiomes

1,
¢y ={¢,} Uew),

¢ # F (1, jJewet 1 £ J).

De plus, puisque, dans NF + R, Nn et 3C(Nn) sont
fortement cantoriens, on déduit de 3.2. le

Corollaire 3.3.

51 T est une extension invariante de NF + Kk, la con-
sistance de T entrafne la consistance de

T+I+i{x|x-{x}}l-Hﬂ
et de
P+ I+ |{x]x={x}}| =e,

¢ désignant le cardinal du continu.
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“. 4 oropos des ordres totaux définissables sur 1'univers.

Dans [3] , Boffa développe une autre méthode liée aux
permutations de l'univers, permettant de trouver dansZF
et dans NF des résultats & propos des ensembles définis
par une formule stratifiée. Nous allons utiliser cette
néthode en considérant une permutation de l'univers qui
échange deux individus.

81 f est une fonction, nous définissons la fonction f*
sur SC(dom(f)) par

1 (x) = {2)) yex},

et les fonctions f{n} pOUr n € (w par
f(u} - f,

Tinen) = {f(n}}"

Théoréme 4.1. (Boffa [3])

Sodent (xy 400, xn} une formule stratifiée et
Bqareey 8 les types respectifs de Xqs=-+y X dans une

stratification de ?(xﬂ,..., xn}. Alors
NF b T permutation de V —>
(m(?(ﬂﬂ)(xﬂ),---,?:(Hn)(xnn:——w(x.,.---. x.))s

La démonstration de ce théoréme se fait par induction
sur la longueur de P(x yees, xn}.

Soit 6[x.?) une formule, les définitions sulvantes
vont de soi @
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G(x,‘j') connexe et antisymétrique sur V
< (V)6 (x,7) A 6(7)%)) = x = 7)
ALY 6(x,y) vV 6(7,x) v x'= 7)),
G(x,y} ordonne totalement V
&> (G(x,5) connexe et antisymétrique sur V
ACY x,7,2)((6(x,3) A 6(3,2))—> 6(x}2))
A (Vx) 6(xyx)),
6(x,y) choisit dans les paires
> (Vx,7)(3,2)C 6 ({5} ,2))
AYENE{ %3], D v 6((x, 5}, D).
Remarquons que, si O(x,y) est une formule stratifide
connexe et antisymétrique sur V telle que dans une
stratification on ait type x = type y, la formule
P(x,y) suivante

{Vu,v){{x-{u,v} A Glu,v) A uédv)= ym=au)

ﬂ(VuNxt{u}—?E-u)r

choisit dans les paires et est stratifiée.

Proposition 4.2.

Soient T une extension invariante et consistante de
NF, 6(x,y) une formule stratifiée dont les seules varia-
bles libres sont x et y. Alors les sentences
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G(x,y) ordonne totalement V,
G(x,y) connexe et antisymétrique sur V,
G(x,y) choisit dans les paires

ne sont pas des théorémes de T.

Démonstration.

En raison de 3.2., la théorie

T+ (I, Ahy A x={x}A y={5})

est consistante, soit T' cette théorie.

Supposons T b (6 (x,y) connexe et antisymétrique sur V)
(respectivement T (6 (x,y) choisit dans les paires) ).
Plagons-nous dans T' ; soient a, b deux individus diffé-
rents et B la permutation de V échangeant a et b, et
laissant fixes les autres ensembles.

Alors, si ke w,

'a{'k}{ﬂj = b,‘a(k){b) = a et 'E(k)( { Eg‘b_} } = {.Ele'b} .
En utilisant 4.1., il vient dés lors

6(a,b)e 6(v,a)
(respectivement 6({a,b}, a) «—=0({a,v }, ») ),

et par conséquent & = b.

Ainsi nous cobtenons une contradiction dans T'. Notre
hypothése est donc fausse.

Théoreme 4.3.

Soient T une extension invariante de HF,(S{x,F} une
formule dont les seules variables libres sont x et y, et
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qui est stratifiée lorsque les types de x et y sont égsux
et suffisamment grands. Alors

T+ (6 (x,7) connexe et antisymétrique sur V)

et
Tk (6 (x,7) ordonne totalement V).

Démonstration.

Si T n'est pas consistante, le théoréme est évident.
supposons don¢ T consistante. Dans les conditions du
théoréme, la sentence

6(x,y) connexe et antisymétrique sur V

est stratifiée et donc invariante (1.3.), soit 9 cette
sentence. Si TPy 719, la théorie T + 9 serait une extension
invariante consistante de NF et donc, vu 4.2., T + 9 ¢ ¢ ;
par conséquent T 9,2

De méme on démontre le

Théoréme 4.4,

Soient T une extension invariante de HF,(E{N,EJ une
formule dont les seules variables libres sont x et ¥, et
qui est stratifiée lorsque les types de x et y sont suf-
fisamment grands et lorsque type x = (typey)+1 . Alors

T |- '1{15{:.\:,3} choisit dans les paires).

Nous pouvons exprimer ces deux derniers thiorémes en
terme d'ensemble définissable : par définition, un ensem-
ble a est définissable dans T par la formule ?(x) lorsque

T b (Vx)(x = a e 9(x)).



Définissons encore :
f fonction de choix dans les paires 4-—}(1‘ t 2 =3

AV, Dt ) e {23} ).

Corellaire 4.5,

Soit T une extension invariante de NF. Alors, dans T,
i1 n'existe ni ordre total sur 1l'univers, ni relation
antisymétrique et connexe sur l'univers, ni fonction de
choix dans les paires, qui soit définissable par une
formule stratifiée ayant une seule variable libre.

Démonstration.

Far exemple, supposons qu'il existe dans T une fonction
de choix dans les paires, définissable par une formule
stratifide 9(x). Alors, dans T, la formule &(x, y) suivante

(32)(%(z) A <x,{7}> € 2),

choisit dans les paires et est stratifise sl les types
de x et y sont suffisamment grends et sl type x ={oype y) ¢ 1,
ce qui est impossible (4.4.).>
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